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Abstract Let E' be a rank two vector bundle on a scheme X. The following three 
structures are shown to be equivalent : 

a) A quadratic map q : E — > L, with values in an invertible Ox-module L [q is assumed to 
be everywhere a non zero map). 

b) A double covering f : Y ^ X endowed with an invertible Oy-module £, plus an isomor- 
phism ~ E. 

c) An effective Cartier divisor on Px{E), of degree two over X. 

The passages from one of these points of view to another, although likely to specialists, 
deserved to be carefully settled in their greatest generality : we only need that 2 is invertible 
on X. The passage from b) to a) puts the "norm form" in front. In the last two paragraphs the 
base scheme X is the projective space P„ ; we prove that for any double covering Y — > P„, 
the homomorphism on Picard groups it induces is an isomorphism if n > 3 ; we finally apply 
this result to quadratic forms on rank two vector bundles on P„. 

MSG 2010 : 11E16; 14J60; 32L10. 
Introduction 

This note deals with rank two vector bundles on a scheme X. In a first part, we characterize those 
bundles which are the direct image ) of an invertible module £ defined on some double covering 
/ : Y — > X (All the coverings we consider are finite and flat, and usually of rank 2 ; no assumptions are 
made concerning their ramification, nor the possible singularities of X or y ; but we always suppose that 
2 is everywhere invertible). The point is that a direct image of this kind comes equipped with the extra 
structure given by the "norm" {i.e. the wedge 2) : namely one has the map 

defined by 

X I — > A^(q! ax) 

It is a quadratic map with values in the invertible O^-niodule Hy/xi^)- Conversely, given a locally free 
Ox-module E of rank 2, and a surjective linear map 

: Sym\E) L, 

where L is invertible, we construct a double covering f : Y ^ X together with an invertible Oy-module 
£ such that the quadratic map q : E ^ L associated with (/p, is isomorphic to the "norm" written above; 
in particular, is isomorphic to E. This construction goes as follows : letting N — TLom{L , E) , 
we extract from in the usual way, a linear map u : N ® E ^ E \ lis wedge 2 gives a linear map 
^ . jY®2 and thus an Ox-algebra structure on ^ = Ox © N ; moreover, the map u extends to an 

^-module structure on E ; then we take for / the double covering Spec{A) — > X. This covering is etale 
if and only if q is non degenerate. 

Establishing such a correspondence required a precise description/construction of double coverings; 
so the first paragraph gathers results on them ; the only - but essential - assumption we need is that 
2 is invertible. In the context of commutative rings we can skim over this description as follows : a 
"quadratic algebra" i? — > 5 (i.e. as an i?-module, S is projective of rank 2) has a direct sum decomposition 
S — R ® N , where N is the kernel of the trace map N = Ker(Tr5/^) ; the multiplication is given by the 
map /z : 7V®^ R defined by /Lt(a®^) = — norm5/^(a). In some sense, S thus "represents" the square root 
of /Lt, finding the usual intuition back. But, expliciting this map /i, may sometimes be difficult. By way of 
example, the §3 gives a comprehensive description of the invertible module N and of the mutiplication /i 
for the double covering 

(Pi)"/2t„ (Pi)"/6„==P„ 

We find that N ~ Op„(l — n) ; roughly speaking, this covering represents (a globalization of) extracting 
square root of the discriminant of the generic polynomial of degree n. 
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The correspondence alluded to above is detailed in the §4 and 5, and it is expanded as an equivalence 
between suitable categories. The main point is the following (it is expressed here for rings) : let S* = i?®iV 
be a quadratic algebra, and let E be an invertible S'-module. Denote by ve '■ E — > L = Hom(A'^, A'^E) 
the "norm" as above, where we use the isomorphism N ~ A'^S, a>-^ lAa. Then, for a G N and x £ E, 
one has 

xAax = VE{x){a). 

This formula is the key for the correspondence : since the rank of the ii-module E is 2, once you 
know X A ax for all x then you also know ax, and then the i?- linear endomorphism aE '■ x ax ; thus, 
the S'-module structure on _E - that is the a^'s - and the "norm" ue determine each other; more, the 
invertible module N itself is given by the quadratic map E ^ L, since N ~ Hom(L,A^£;), and finally, 
the multiplication fj, : N'^'^ —> ii is also computable from ue- 

In the §6 and 7, we adopt a more geometrical point of view. Wc consider a rank 2 vector bundle E on 
X and the projection p : P = Px{E) — > X. An effective Cartier divisor D C P such that D — *■ X 
is a double covering is given by a section 7 : Op — > Cp(2). We determine the Ox-algebra structure 
of p*(C'_d) from 7, via the duality between the sections of Pi,{Op{2)) = Sym^{E) and the linear maps 
Sym\E) ^ Ox- 

That is obviously reminiscent of the classical result of Schwarzenberger which states that any rank 
2 vector bundle on a projective surface is indeed the direct image of an invertible sheaf on a double 
covering. In view of the above correspondence, this result is "explained" by the fact that, in dimension 
2, one can always find a surjective map Sym^{E) ^ L for a suitable invertible module L. One of the 
motivations in writing this note was to investigate what remains true on a scheme of greater dimension. 
Unfortunately, alrc^ady for P„, with n > 3, all these direct imago bundles arc decomposable. In fact, we 
prove in the §8 that for any double covering / : Y — > P„, with n > 3, the map 

r : Pic(P„) Pic(y) 

is an isomorphism {any means that the scheme Y may be very singular). 

The §9 contains an application to rank 2 bundles E on P„. If E is indecomposable and is equipped 
with a linear map Sym^{E) — > 0{r), which is surjective in codimension < 2, then one has r > Ci{E). 

After the reading of a first draft of this note, Manuel Ojanguren drew my attention to the paper 
[Knes] , and he urged me to follow the idea of Kneser in using the Clifford algebras instead of assuming 
that 2 is invertible. In fact, given a quadratic map q : E ^ Ox (with E of rank 2), the Clifford algebra C 
of q breaks down in the direct sum C = © C~ , where C+ is a quadratic Ox-algebra, and C~ , which 
is isomorphic to E, is a C+ module. Thus, in the case where L = Ox , our §4 is contained in the Clifford 
algebras theory. But we definitely need to consider forms with values in an invertible module L different 
from Ox ; thanks to M.-A. Knus a Clifford theory does exist also in that case, but it seems not to be 
as popular as the usual one, mainly because we don't then get algebras but a slightly more complicated 
structure. So, after some attempts, I gave up rewriting this text and I maintain the assumption that 
2 is invertible. I wanted to keep this note as elementary as possible (except, perhaps, in the last two 
paragraphs), because it is intended to be nothing but preliminaries to another works on vector bundles. 
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0. Conventions et rappels 



On suppose que 2 est inversible dans tous les anneaux qui interviennent dans ce texte. 



On nommera revetement tout morpliisme fini localement libre de schemas, eventuellement ramifie, 
voire radiciel. 



0.1. Formes quadratiques 

Soient E et L deux modules sur un anneau commutatif R. Rappelons qu'on nomme application 
quadratique une application 

q:E — > L 

ayant les deux proprietes suivantes : 

i) Pour o e -R et a; e -B, on a q{ax) = a?'q{x) ; 

ii) L'application E x E — > L, {x, y) \ — > q{x -\-y) — q{x) — q{y) est bilineaire. 

Unc telle application est la restriction a E d'une loi polynome homogene de degre 2 ([Roby] p. 236) ; 
ainsi, il y a une bijection entre I'ensemble des applications quadratiques q : E — > L et I'ensemble des 
applications lineaires <^ : T'^{E) — > L, ou T'^{E) designe le module des carres divises{[I{johy] p. 266); 
cette correspondance est definie par q{x) = <fi{'y'^{x)). 

Par aillcurs, 2 ctant ici suppose inversible, l'application canoniquc Sym^(i!^) — > T'^{E) est bijcctivc, 
d'inverse defini par 7^(x) i-^ ^x^ {x^ designe le carre dans Sym^). Finalement, se donner une application 
quadratique q : E — > L revient done a se donner une application lineaire (p : Sym^ (E) — > L ; le passage 
de I'une a I'autre se voit sur les relations 

(p{xy) = q{x + y)- q{x) - q{y), q{x) = ^(^(a;^) 



0.2. Pour tout i?-module E, le module Sym^(£') est engendre par les carres puisque, pour x,y G E, on 

a.xy = ^{{x + yf - x^ - y^) 

0.3. Soit L un i?-modulc inversible, de sorte que Sym^(i) = i®^. Soit /i : L®^ — > R une application 
lineaire. Alors, pour a, /3 G L, on a 

M(a ® /?) = + Pf') - M(a®2) - m(/3®')). 

0. 4. Partout non nuUe 

Si et F sont deux modules sur un anneau R, on dit qu'une application lineaire u : E — > F est 

partout non nulle si pour tout ideal premier p de i?, l'application K(p)-lincairc k(p) E — > k(p) g);^ F 
est non nulle. Si F est un i?-module inversible, il revient au meme de dire que u est partout non nulle, 
ou qu'elle est surjective. 

Ccttc definition, qui conccrnc a priori des applications lineaires, s'etend sans changcmcnt aux lois po- 
lyndmes, et en particulier aux applications quadratiques q : E — > L (0.1) ; si L est un module inversible, 
q est partout non nulle si et seulement si l'application lineaire associee ip : Sym^{E) — > L est surjective. 

On dit alors parfois que q est primitive. 

Cette definition s'etend aussi aux applications Uineaires entre modules quasi-coherents sur un schema. 

1. Revetements de rang deux 

On se propose de decrire ici les revetements doubles, c'est-a-dire les morphismes de schemas 

f X 

qui sont finis, localement libres de rang deux. 
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On ne fait aucune hypothese de regularite sur les schemas X et Y, ni sur le morphisme /, mais on suppose 
toujours que 2 est partout inversible. 

1.1. Posons 

A = MOy) 

C'est une Ox-algebre localement libre de rang 2. A ce titre, elle possede des applications trace et norme ; 
la trace 

Tr:A ^ Ox, 

est surjective puisque Tr(l) = 2 et que 2 est suppose inversible. Introduisons le Ox-module inversible 

N = Ker(Tr) c A 
On a done une decomposition en somme directe de Ojc-modules 

(1.1.1) A = Ox®N. 

Utilisant ccttc decomposition, la multiplication dans A s'cxprimc simplcmcnt par unc application lincairc 
/Lt : iV®^ — > Ox, de la fagon suivante (au dessus d'un ouvert affine) : pour a,b des sections de Ox, et 
X, y des sections de N, on a 

{a + x){b + y) = ab + ^{x ® y) + ay + bx. 
En effet, pour une section x £ N,\e theoreme de Hamilton-Cayley et la relation Tr(a;) = donnent 

x'^ = — norm(a;). 
Par suite, le produit dans A de deux elements x,y € N, est egal a 

xy = + y)^ — x^ ~ V^) = — -(norm(a; + y) — norm(a;) — norm(y)) 
Le membre de droite definit bien une forme bilineaire symetrique sur N, d'oii I'application 

(1.1.2) n-.N^'^^Ox. 
Elle est reliee a la norme par la formule 

^{x ®y) = — i(norm(a; + y) — norm(a;) — norm(j/)) 

1.2. Definition Pour un revetement double f : Y — > X, le Ox -module inversible 

N = Ker(Tr : f^Oy) Ox) 
sera dit associe a /, et I'application fi : N^"^ — > Ox sera appelee la multiplication de Y. 

Tout couple {N,iJ,) forme d'un Ojsf -module inversible et d'une application lineairc /j, : N^'^ Ox 
determine une structure de Ojsf-algcbre sur Ox © et, par suite, un morphisme Spec{Ox (B N) ^ X 
qui est un revetement de rang deux.. 

L'automorphisme canonique cr de ^ ([Bour] A III. 13 Prop. 2) est donne par a{a + x) = a — x. On a 
A'' = Ox. 

1.3. Diramation 

Designons par X c Ox I'image de I'application jj.; c'est un ideal, eventuellement nul, de Ox- Le sous- 
schema ferme A c X dcfiui par J s'appelle selon I'epoque, le pays ou I'auteur, le lieu de diramation, ou 
de ramification, ou de branchement de /. J'utiliserai le premier terme. 

On a done une suite exacte 

j^m Ji^ ^ 
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L'ideal de A engendre par N est egal k I ® N . L'homomorphisme Ox/^ — > .4/1 + N est un 
isomorphisme. D'ailleurs, I'image reciproque /~^(A) C F du lieu de diramation a pour algebre A/XA = 
Oa®N/1N, le second facteur etant ideal de carre nul ; en particulier, le revetement /~^(A) A possede 
une section canonique qui permet de voir A aussi comme un ferme de Y. 

La suite exacte ci-dessus montre que A est un diviseur sur X si et seulement si fx est injective. Si fi est 
injective, alors I ® N est un ideal inversible de A. 

1.4. Ramification 

On vient de voir que N/IN peut etre vu comme un .4-module, annule par lA = 1® IN. 

1.4.1. Lemme La dijferentielle universelle dy/x '■ — > ^y/x ^"'^ I'application Ox ©-/V — > N/JN, 
donnee par a + x i — > cl(a;). En particulier, le lieu de diramation de f est le support (schematique) de 
/^(fi^^jj-) ; en d'autres termes, on a 1 = Annox{f*{^Y/x))- morphisme f : Y — > X est etale si et 
seulement si la multiplication fi : A?'®^ — > Ox est surjective. 

Une Ox-derivation D : A = Ox ffi N — > E, a valeurs dans un .4-module E, est en particulier une 
application Ojf-lineaire N E, et il faut voir qu'elle est nuUe sur IN ; considerons le produit, dans A 
de trois elements x,y,z & N. Comme les produits deux a deux de ces elements sont dans Ox, on a 

2D{xyz) = D{xyz) + D{xzy) = xyD{z) + xzD{y) = x{yD{z) + zD{y)) = xD{yz) = 0. 

Comme 2 est inversible, D est nuUe sur les produits de trois elements de N, done sur IN. 

II reste a verifier que I'application indiquee a + x \ — > cl(a;) est une derivation, ce qui est evident compte 

tenu de la structure de .4- module sur N/IN qui est donnee par 

{a + x), cl{y) I — > cl{ay). 

1.5. Propriete universelle. 

Soit f -.Y ^ X un revetement double, N son module inversible associe et /x : N'^'^ — > Ox sa multiplica- 
tion. Alors Y represente le foncteur F, en les schemas g : Z X, defini par 

F{Z) = {u : g*{N) ^ Oz, co^' = g*{fi)} 

En cfFet un element u! E F(Z) donnc, par adjonction, une application Ox-lineaire oj' : N —> gi,{Oz) ', la 
condition w®^ = implique que ui'^^ se faetorise en 

N<^^ Ox ^ g.iOz) 

On a done un morphisme de Ox-algcbres Ox © N — > gi,{Oz). d'oii, finalemcnt, un morphisme de 
schemas Z Spec{Ox © N) = Y. On verifie immediatement que I'application ainsi construite f{Z) — > 
Romx {Z,Y) est bijective. 

On peut adopter un point de vue plus systematique, en introduisant le fibre vectoriel Vx(-/V) qui 
represente les formes lineaires N ^ O ([EGA I], (9.4.8) ). L'application u : f*{N) Oy conduit a un 
morphisme 

Y Yx{N) 

qui est une immersion fermee puisque I'application SyniQ^ (N) — > A = Ox ffi N est surjective ; par 
ailleurs, I'application « elevation au carre » se traduit par un morphisme 

Vx{N) Vx(iV®') 

En termes de faisceaux d'algebres, ce morphisme est associe a I'inclusion Sym{N®'^) c Sym{N) ; on a 
evidemment Sym{N) = Sym.{N'^'^) © (A^ © Sym{N^'^)) ; ce morphisme est done le revetement double 
universel associe au Sym{N'^^)-modu\e inversible N (g) Sym{N®'^). 

La multiplication : N^"^ Ox conduit a un morphisme de X-schemas jl : X — > Vjc (A^®'^), et le carre 
suivant est cartesien : 

Y . Yx{N) 

f 

X > Vx(A^®^) 
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1.6. Morphismes 

Proposition Soient f : Y ^ X et f : Y' ^ X deux revetements doubles de X ; notons N et N' les 
Ox -modules inversibles associes. Soit g : Y' — > Y un morphisme de schemas sur X. Designons par 

le morphisme de Ox-algebres associe a g. Alors 

i) Si ip est injectif, on a tp{N) C N' . 

ii) Si ip n'est pas injectif, et si X est normal integre, alors g = sf oil s est une section de f. 
Ecrit par blocs, le morphisme tjj '■ Ox © N — > Ox © N' prend la forme suivante 

i) II s'agit de voir que la forme lineaire V'l : N — > Ox est nuUe. Notons d'abord que I'application : 
N — > N' est injective, car si un element a € N est tel que V'o(q!) = 0, alors on a — +Q; e K.ev{tp), 
done a = 0. 

Soit a une section de A'', de sorte que est une section de Ox et que, par suite = a^. Comme V 

respecte le produit, on a 

= i/,(a2) ^ ^(q,)2 ^ + Ma)f = M»? + M^? + 2V'i(a)Vo(a). 

Le dernier terme, 2^i(a)'0o(a), est la composante dans N' ; il est done nul. Comme '0o est injectif, on 
voit que Ton a, pour tout a € N, tpi{a)a = 0. Mais N etant un module inversible, cette relation entraine 
la nuUite de tjji. 

ii) Supposons quo X soit normal integre, et que ne soit pas injectif ; son noyau est done gcncriquoniont 
de rang 1 ; par suite, la Ox-slgehie B = Im(^) c fiOy est finie, generiquement de rang 1, et elle est 
sans torsion puisque contenue dans fiOy ; comme Ox est normale, B = Ox- D'ou le resultat. 

Voir 2.2. pour une description plus complete de g dans le cas i). 

1.7. Revetements localement isomorphes 

Lemme Soient fi : Yi ^ X et f2 ■ Y2 ^ X deux revetements doubles de X, et Ni et N2 les Ox -modules 
inversibles associes. On suppose que le lieu de diramation de fi et celui de /2 sont des diviseurs. Alors, 
les proprietes suivantes sont equivalentes 

i) II existe un morphisme fidelement plat quasi- compact p : X' ^ X et un isomorphisme 
(1.7.1) X' XxYi^X' XxY2 

ii) Les lieux de diramation de fi et de f2 sont egaux. 

i) => ii). Comme la trace commute a un isomorphisme, la donnee de (1.7.1) equivaut a la donnee d'un 
isomorphisme de Ox' -modules inversibles 

p*{N,) ^ p*{N2) 

compatible avec les structures multiplicatives /x^ : Nf"^ — > Ox ; comme ces applications sont supposees 
injectives, I'isomorphisme 

se descend X' k X; par suite, /xi et 112 ont meme image. 

ii) => i). Par hypothese, il cxistc un isomorphisme 9 : Nf^ Nf"^ tel que /i2 ° ^ = Mi- 
Considerons le foncteur F dcfini, pour tout X-schema q : Z ^ X, par 

F{Z) = e Homo^(g*(iVi),g*(7V2)) tel que a;®^ = q*[e)} 

Ce foncteur est rcprcscntablc par im revetemcnt ctalc dc rang deux. En cffct, posons L = T-tom{Ni, N2) ; 
c'est un module inversible dont le carre est muni de I'isomorphisme A : L^^ Ox, donne par 9. 

Alors le revetement double p : X' = Spec{Ox (B L) X, associe a A, represente le foncteur en 
question (1.5) ; par suite on a isomorphisme X' Xx Yi X' Xx Y2. 
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2. Exemples 



2.1. Construction par pincement 

Soit f : Y' ^ X nn revetemcnt double, et D C X un diviscur (de Cartier) efFectif sur X. Posons 
D' = f'~^(D) ; c'est un diviseur effcctif sur Y' , ct le morphisme g : D' ^ D induit par /', est un 
revetement double. En « pingant » Y' le long de g, on obtient un schema Y et un diagramme commutatif 



D'-^D 




f 

ou le carre est cocartesien, ou /' = fog, et ou les morphismes verticaux sont des immersions fermees.Voir 
[Fer. 2], tlim. 7.1.B.(L'hypothcsc in) dc loc.cit. sc rcduit a ceci : pour tout x ^ D C X, Isl fibre f'~^{x) 
est contcmic dans un ouvcrt affinc dc Y' ; or, c'cst evident ici puisque le morphisme /' est affine). 

Montrons que f :Y ^ X est un revetement double. Montrons d'abord que / est un morphisme affine : 
soit U un ouvert affine de X ; alors f~^{U) est la somme des schemas D (lU et f'~^{U), amalgamee le 
longde nX) : 

f'-^{Df^X) > Df^X 



f'-Hu) > f-Hu) 

Or, ces trois derniers schemas sont affines ; done f~^{U) est affine (loc.cit. Thm 5.1). II reste a verifier 
que / est localement libre de rang deux. Considerons les images directes sur X des faisceaux d'anneaux 
des differcnts schemas qui interviennent ; on pent omettre les symboles d'image direete Z^,, etc. puisque 
les morphismes sont affines. La propriete a verifier etant locale, on pent supposer que tons les schemas 
sont affines. 

Notons C ct AA les -modules quasi-cohcrcnts conoyaux des morphismes Od — > Od', et Oy — > Oy. 
Par definition d'un carre cocartesien, dans le diagramme suivant, les lignes sont exactes et I'application 
— > £ est un isomorphisme. 

^ C ^ Od' ^ Od ^ 



^ M ^ Oy ^ Oy ^ 

Comme D' ^ D est un revetement de rang deux, C est un Oij-module inversible ; mais D est un diviseur 
de X, done 

dim.proje,^ (£) = 1. 

(Les notions de module projectif et de dimension projective out bien un sens puisque X est affine). Puisque 
Oy est localement libre de rang 2 sur Ox, on deduit de I'isomorphisme M^C, et de I'exactitude de la 
suite inferieure du diagramme, que Oy est projectif sur Ox- D'autre part, c'est un Ox-module de type 
fini puisque M est de presentation finie et que Oy' est de type fini ([Bour] AC I §2.8). Finalement, comme 
f : Y' ^ Y est un isomorphisme au dessus de I'ouvert X — D, on pent bien conclure que le rang du 
Ox-module projectif Oy est egal a 2. □ 

Voici une description algebrique de .4, = /+(Oy) : posons A! = f^Oy) = Ox © N' ; notons J C Ox 
I'ideal (inversible) de D dans X ; alors A = Ox(B JN' c A'. 

En fait, on va voir que tout morphisme « raisonnable » entre revetements doubles est un pincement au 
sens precedent. 

2.2. Proposition Soient f : Y — > X et f : Y' — > X deux revetements doubles de X, et {N, ji), (TV', jj,') 
les modules inversibles, et les multiplications associes. On considere un X-morphisme g : Y' — »• Y. On 
suppose que le morphisme de Ox-algebres associe d g 

tlj:A=Ox®N Ox®N' = A' 
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est injectif, de sorte que ipi^) C N' (1.6). 

Soit D c X le diviseur de Cartier defini par la suite exacte deduite de tp 

— y Hom{N', N) — ^ Ox — > Od — ^ 

Alors, Y s'obtient par pincement de Y' le long du morphisme f'~^D = D' — > D. 

Identifions N a son image tlj{N) c A''', ainsi que A a son image dans A'. Notons d'abord que I'ideal 
de D dans X est egal h. J = Anno^{N' /N). Puisque N et N' sont des Cx-modules inversibles, on a 
meme I'egalite JN' = N, et, par suite, J A' = J ® JN' = J (B N . De plus, on verifie immediatement 
que le conducteur de V, c'est-a-dire I'ideal Ann^(^'/^), est egal k J (B N, et done aussi a J A'. 
Par definition du conducteur, le carre 

A' /J A' = A' /J e N < A/ J ®N c^Ox/J 

A' < A 

est cocartesien {i.e. il fait de A le produit fibre evident), ce qui est une autre fagon de dire qu'en passant 
aux schemas, le carre obtenu 

D' > D 



Y' > Y 

9 

est un pincement. 



2.3. Revetement standard 

2.3.1. Definition Soit Z un diviseur de Cartier effectif sur un schema X. On appelle revetement 
standard de X associe a Z le schema obtenu en recollant deux copies de X le long de Z. 

Ce type de recollement est un cas particulier du precedent, oiiY' = XuX, et son existence se trouve 
deja dans [Anan.] Prop. 1.1.1. 

Soit / : F — > X le revetement standard associe au diviseur Z c X ; par definition, on a un carre de 
somme amalgamee (deux copies de X amalgamees en Z) 

Z > X 

(2.3.2) 

X y Y 

Posant, comme plus haut, A = fi,{OY), on obtient une suite exacte de Ojf-niodules 

^ A ^ OxxOx ^'''^-'''^'-'^ Oz 0. 

Comme Oz = Ox/Ji oii J est un ideal inversible, on voit que A est localement libre, et de rang 2. 
L'application l est un isomorphisme au dessus de I'ouvert schematiquement dense X — Z ; par suite, la 
trace se calcule comme pour les elements de Ox x Ox '■ c'est la somme des composantes ; le noyau de la 

Tr 

trace N = Ker(^ — > Ox) est done isomorphe a J : 

J ^ N, x^{x,-x). 
Le diviseur de diramation est defini par I'ideal X image de N®"^ — > Ox, soit 

I = J\ 
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2.4. On peut decrire A plus simplement : on munit Ox ® J" de la structure de (9jf-algebrc pour laquelle 
le produit de deux elements du second facteur J est ce produit vu comme element de Ox ; alors, on a 
un isomorphisme de Ox-algebres 

Ox ® J ^ A C Ox y- Ox, t®u^ {t-u,t + u). 

La demarche est reversible; cela montre que pour tout ideal inversible J C Ox, le spectre de I'algebre 

Ox ® J est le revetement standard associe au diviseur Spec{Ox / J)- 

Lorsque X = Spec(i?) et que JT" = uR, alors Y est isomorphe a Spec(-R[T]/(T^ — u^)). 

2.4.1. Proposition Soit f : Y ^ X un revetement de rang deux dont le lieu de diramation est un 
diviseur. Alors f est standard si et seulement si il admet une section. 

L'cxistcnce d'une section est clairemcnt nocessaire; montrons qu'cUe est suffisante. Soit fi : iV®^ Ox 
la multiplication associee a Y . Soit s : X ^Y une section de /. Considerons, comme en 1.5, 1'application 
f*{N) Oy adjointe de I'inclusion; son image reciproque par la section s donne une application Ox- 
lineaire ui : N ^ Ox, dont le carre est egal a /x; la remarque ci-dessus montre que Y est standard. □ 

Cela montre que pour tout revetement de rang deux, f -.Y ^ X, k diramation portee par un diviseur, 
le revetement, deduit par changement de base, Y xxY — > Y est standard : il est obtenu par recoUement 
de deux copies de Y le long du ferme d'ideal X® AT c fi,{OY), c'est-a-dire le long du lieu de diramation 
A vu comme ferme de Y (cf. 1.3). 



3. Le revetement double (Pi)"/2t„ — > P„ 

Une des formes du theoreme des polynomes symetriques elementaires ([Bour], A IV.58, et TG VIII. 22) 
conduit a un isomorphisme 

(Pi)"/6„ ^P„ 

On s'interesse ici au passage au quotient par le groupe alterne An, qui est d'indice deux dans 6„, et qui 
donne done lieu a un revetement de dcgre 2 de Prj. Dans ce §, on va determiner le faisceau inversible 
associe a cc revetement, au sens dc la definition 1.2, ainsi que sa multiplication. L'analoguc affine est 
connu et fagile (voir 3.7.2) ; mais le resultat global vise ici requiert des verifications parfois fastidieuses 
que, cependant, nous avons voulu ne pas escamoter. 

Dans ce paragraphe, tons les schemas sont sur Spec(iir), oii K est un corps de caracteristique 7^ 2, et 
ce schema de base est sous-entendu. 

3.1. Soit V un espace vectoriel de dimension finic sur Ic corps K, ct P(V^) I'espace projectif associe; on 
note a : V ^ L \e quotient inversible fondamental. Ici, et plus bas, lorsqu'il n'y a pas d'ambiguite, on 
ecrit simplement a la place dc son image reciproque Vp(y), etc. Soit P(y)" le produit de n copies de 
P(y), et Pi : P(y)" P(^) la projection sur le facteur d'indice i; sur le schema produit on obtient, 
par image reciproque, des quotients inversibles 

ai=p*M)-y^U=pt{L). 

On note TS"(F) Tcspace des tenseurs symetriques. 
L'application composee 

TS"(V^) C V®^ "^^-^"") Li®---®L^ 

est surjective (il s'agit d'applications lineaires entre modules sur P(y)"). Pour le voir, on peut supposer 
effectue un changement de base de la forme Spec(i4r') P(F)", oia K' est une extension de K] les Lj 
sont alors des vectoriels dc rang 1 ; si Q!i(a;i) ® . . .® a„(x„) est un element non nul de Li • ■ • (S) Ln, il 
existe des elements inversibles A, € K' tel que, dans Lj ~ K' , on ait ai{xi) = \iai{x\) ; par suite, on a 

ai{xi) (g) . . . (g) an{xn) = A1A2 . . . A„ai(a;i) (g) . . . Q„(xi). 

C'est I'image de I'element symetrique A1A2 . . . A„a;f 

3.2. On suppose maintenant que V est de rang 2, done que P{V) est une droite projective; le schema 
P(TS"(F)) est isomorphe a P„ puisque TS"(y) est de rang n + 1 ; pour faire court on ecrira parfois P„ a 
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la place de P(TS"(y)), meme sans choix de base explicite. La surjectivite montree ci-dessus donne done 
lieu a un morphisme 

7r:P{Vr P(TS"(F)) ~ P„. 
II est caracterise par I'existence d'un isomorphisme 

(3.2.1) 7r*(Op„(l)) ~ Li0---0L„ 

rendant commutatif le diagramme suivant d'applications lineaires entre modules sur P(y)" : 

(3.2.2) TS"(F) ^ 7r*(C»p„ (1)) 



TS"(F) 



Rappelons la definition du morphisme n en termes de coordonnees homogenes. 

Soit {eo, ei} une base de V. Pour toute partie J C {1, . . . , n}, on note e/ e V®" le produit 



ei = vi 



>Vn, OU Vi 



eo sii € I 
ei sinon 



Pour p = 0,1, . . . ,n, on pose 



|/|=p 



C'est un tenseur symetrique ; mieux : {eo, . . . , e„} est une base du ii'-espace vectoriel TS"(y) ( [Bour] A 
IV 5.5 Prop. 4). Enfin, on a, en notant T une indeterminee, 



(3.2.3) 



(eo + Tei)®" = e„ + e„_iT+---+eoT". 



Considerons n points de Pi{K) determines par les formes lineaires surjectives ai : V ^ K ; on ecrit 
Xi = ai{eo), et yi = aj(ei) ; posons alors, pour une partie / C {1, . . . , n}, 

2;/ := ai (g) • • • (g) a„(e/) = JJ yi, 

iei i^I 

et, pour p = 0,1, . . . ,n, 

\i\=p 

L'egalite (3.2.3) conduit done a I'egalite suivante entre polynomes dans K[T] 



(xi +yiT) ■ ■ ■ (xn +ynT) = z„ + z„_iTH h 

Le morphisme tt : P^ — > P„ s'ecrit alors 

{xi : yi), ...,{xn--yn) I — > (zo : zi : • • • : z„). 



zoT". 



3.3. On va definir un module inversible M sur P(F)", et montrer qu'il est isomorphe a I'image reciproque 
7r*Mo d'un module inversible Mo dcfini sur P" ; on montrera ensuite que le module inversible associe au 
revetement double considcrc est Ic dual dc Mo- 

Designons par C = I'ensemble des parties a 2 elements de {1, . . . , n). Pour J G C, si on ecrit J = 
avec i < j, on pose 

M J = nom{K^V, Li (g) Lj) 

C'est un module inversible sur P(y)". 
On pose 

M =(g)Mj. 

Jec 

(Disons qu'on a choisi I'ordre lexicographique sur C). 



10 



Montrons que le module inversible M sur P(y)" provient, via le morphisme 

TT : P(F)" P(TS"(y)) 

d'un module inversible Mq sur la base P(TS"(V)), laquelle va etre notee simplement P„. 
La definition de n est liee a I'isomorphisme (3.2.1) 

7r*(C»pJl)) ~ Li(8)---(g)L„. 

Or, parmi les "^"^"^^ parties a deux elements de {1, . . . , n} il y en a n — 1 contenant un element fixe i ; 
en utilisant risomorphisme canonique Mj = 'Hom{A^V, Li (g) Lj) ~ (A^y)®~^ (8) Lj, on trouve done 

un isomorphismc 



M =Q9Mj 



,L„)®(»-i). 



JSC 



Compte-tenu de (3.2.1), on obtient, finalcmcnt, un isomorphisme 



M 



(A^T/)^ 



i7r*((9p„(n- 1)). 



Posons done 
(3.3.1) 



(n-l) 



Mo = (A^y)®-^^ (g) C>p„ (n - 1) 



de sorte qu'on a degage un isomorphisme 

(3.3.2) rj-.M — >7r*(Mo). 



3.4. Les permutations ct Icur signature joueront evidemmcnt un role central dans la suite ; il faut done 
d'abord preciser I'operation (a gauche) de S„ sur differents modules definis sur P{V)". 
L'operation de 6„ sur le schema P{V)"' lui-meme est caracterisee, en termes des projections pi, par la 
relation suivante : pour tout a G (3„, on a 

On trouve done 

a^V ^ Li) = a*p*{V ^ L) = p^.^^iV ^ L) = (V L^-.^) 
En particulier, on a 

(T*{L,) = L„ 1,. 



Fixons une permutation cr ; on a un isomorphisme 

ej : a*Mj 



M 



II fait intervenir I'isomorphisme de commutativite L„-n L„-ij ~ L„-ij ® L^-n lorsque a a ^j. 
On designe par 



(3.4.1) 



e : cr*M 



M 



I'isomorphisme obtenu en composant le produit tensoricl des 9j avec I'isomorphisme canonique de per- 
mutation des facteurs '^cr-i j — 0jec [Bour] A 11.104. 

Concretement, I'application 6 est a-lineaire, Le c'est une application additive M — > M, telle que, pour 
des sections locales s et m, on ait 6{sm) = a{s)6{m). 



Explicitons la compatibilite de r] avec la permutation a : le carre suivant est commutatif 

= 7r*(Mo) 



M 



7r*(Mo) 
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En efFet, dans le carre (3.2.2), les applications horizontales (de source le module (3„-invariant TS"(T^)) 
sent surjectives; par suite risomorphisme (3.2.1) est compatible aux permutations, et la commutativite 
du carre ci-dessus en decoule. 



3.5. On va maintcnant definir une section w : 0p(y)n 
groupe alterne, et que son carre est invariante sous 6„. 

Pour tout J gC, considerons la section 



M, et verifier qu'elle est invariante sous le 



associee a I'application 

(3.5.1) — > Li 

II faut remarquer que le carre 



X Ay I — > ai{x) aj{y) - ai{y) aj{x). 



(^p(y)" ^a*Uj 



O 



p(y)" 



M 



<7-lJ 



est commutatif ou anti-commutatif selon que Ton a a~^i < (J~^j, ou bien a~^i > (T~^j. 

Le support du diviseur div(u'j) est le ferme d'egalite de aj et de aj, ou, si Ton prefere, le ferme 
forme des points dont les coordonnees d'indices i et j sont egales ; ce sous-schema est invariant par la 
transposition (ij), mais elle transformc la section wj en son opposee —wj; pour degager le diviseur 
cherche on ne pent done malheureusement pas s'en tenir a I'intuition purement geometrique et identifier 
un diviseur a son support . 

Par produit tensoriel des wj, on obtient done une application 

w : e'p(v)" — > M 

telle que le carre suivant soit commutatif 



(3.5.2) 



Cp(y)n 5- cr*M 



o 



e{(T)w 



M 



oil on a note e{a) la signature de la permutation a. 

3.6. Finalement, on a defini une section, sur le schema produit P(y)", 

CO = T] o w : Op^v)" — *■ 7i'*(Mo) 
qui est invariante par permutation paire, au sens oil le carre suivant est commutatif 



(3.6.1) 



O 



(T*(w) 



7r*Mr 



AUegeons maintenant en / : y — > X la notation du morphisme qui est en cause : 



Y = P(y)"/2l„ 



X = P(y)"/6„ = P(TS"(y)) 
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L'invariance de la section uj par permutation paire entraine qu'elle provient d'une section definie sur Y, 
et que son carre se descend a X ; 11 existe done une application Oy-lineaire, notee par la meme lettre, 

(3.6.2) ^..Oy ^ /*(Mo) 

telle que w®^ : Oy — > /*(Mo'^) provienne d'une application definie sur X. 
Posons alors 



(3.6.3) 



N = HomoA^o,Ox) = (AV)®^— O e>x(l - n). 



C'est un module inversible sur X, et le dual de lo®'^ donne une application 

3.7. Proposition Soit V un espace vectoriel de rang 2 sur un corps de caracteristique ^ 2. Le 
revetement double P(y)"/2t„ — > P(TS"(y)) est associe au module inversible 



N = (A^y)®^^ ® OpfTS-fv))!! - n) 



et a la multiplication fi precisee plus haut. 



Reprenons les notations introduites ci-dessus : Y = P(F)"/2t„ et X = P(y)"/6„ = P(TS"(F)). L'ap- 
plication n : N^"^ — > Ox donnc une structure de Ojsf-algebre sur Ox © N. Considerons la duale 
N — > /*(Cy) de I'application co (3.6.2) ; il faut montrer qu'elle induit un isomorphisme d'algebres 

Ox®N ^ U{Oy). 
Cette demonstration passe par des restrictions a des ouverts afRnes de X. 

3.7.1 Considerons dc nouvcau le morphisme tt : P(V)" — > P(TS"(y)) = X. Soit x €V mi clement 
non mil; notons D{x) C 'P{V) Pouvcrt oil a{x) cngcndrc L. L'clcmcnt x®" G TS"(V^) dofinit, dc mcmc, 
I'ouvert D(a;®") C P(TS"(F)) = X au-dessus duquel I'image ajc(a;®") de cet element engcndre C'x(l)- 
Par image reciproque, on trouve, compte-tenu de (3.2.2), un isomorphisme 

-if!") ^ (0p(^)„ "-^-^^-^"-^-^: X,0---^L„) 

Par suite, on a 

7r-i(Li(a;®")) = D{x) x • • • x D{x). 



Notons aussi que les puissances a;®" engendrent TS"(F) des que le corps de base contient n + 1 
elements, comme on pent le deduire de (3.2.3), et qu'alors les ouverts dc la forme D{x^"') recouvrent X. 
La demonstration de 3.7 autorise les extensions du corps de base. Ainsi, il sufRt de faire la demonstration 
pour les revetements doubles de la forme 

2?(a;)"/2l„ D(x®"). 



3.7.2 Soit done {eo, ei} une base dc V : designons par V le schema afSne ^(ei)" C P(y)". Pour chaque 
i, ai(ei) engendre Li\V, done il existe Ti G H"(V, Oy) tcl que 

ai(eo) = Tia(ei). 

On a un isomorphisme 

H0(V, Ov) ~ HO(£»(ei)") ~ HO(£)(ei))®" ~ K[T^, . . . ,T„]. 

Explicitons de meme I'anneau du schema afRne U = £)(ef ") C X. Avec les notations de 3.2., la section 

inversible s'ecrit ef " = Gq ; pour p = 1, 2, ... n. si on pose Sp = ep/eg G H°(Z//, Ou), on a un isomorphisme 
K[Si, . . . , Sn] — H°(W, Ou) ; le morphisme tt : V — > U correspond a I'inclusion de JC-algebres 

K[Su...,Sn] C i^[Ti,...,T„]. 
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ou Sp est identifie au polynoinc symetrique elementaire de degre p en les Tj. La fin de cette verification 
est classique : introduisons le polynome 

V(Ti,...,T„) = n^^^-^:'-)- 

i<j 

L'anneau d'invariants K[Ti, . . . , Tn]'*" est un module librc de rang 2 sur K[Si, . . . , S'„], de base {1, V}. 
Rappelons-en la demonstration : on choisit une transposition r, de sorte que ©„ = 2t„ U r2l„ ; soit P un 
polynome invariant sous le groupe alterne ; on ecrit 

P=^{P + ^P) + i(P - "P) = P+ + P-. 

Comme P est invariant par permutation paire, pour toutc transposition a, on a "P = "^"^"P = '^(j'^p^ = 
^P ; par suite, le premier facteur P+ est symetrique, et on a °"P~ = — P~ ; prenant pour a la transposition 
{z, j}, on en deduit que le polynome Tj — Tj divise P^, et, de proche en proche, que V divise P~ ; si on 
ecrit P~ = VQ, on constate que le polynome Q est symetrique. 

Le carre de V est le discriminant du polynome, en T, generique ([Bour] A IV 6.7, formule (46)) 

J](T - Ti) = T" - 5iT"-i + • • • + (-1)"5„ 

C'est un polynome symetrique, i.e on a V(ri, . . . , T„)2 g K[Si, ...,S„]. D'ou la description habituelle de 

ce revetemcnt dans Ic cas polynomial. 

Pour achever la demonstration de 3.7 il reste a relier V a la section w de H°(V, M) introduite en 3.5.. 
Or, I'application (3.5.1) A'^V — > Li ig) Lj s'ecrit ici 

Co A ei I — > TiUiiei) (g) aj{ei) - Tja,{ei_) (g) aj(ei) = (T, - Tj)ai{ei) (g) aj{ei). 

II est alors clair que la section w : 0\> — > M|V correspond a I'application 

(AV)®"^ ^ (Li ® • • • L„)®("-i), (eo A ei)®"^ ^ V.(ai(ei) ® • • • a„(ei))®("-i) 



3.8. Excmple : le revetemcnt Pi x Pi — > P2 

Appliquant ce qui precede lorsque n = 2, on trouve que le module inversible associe a ce revetemcnt 
est isomorphe a 0-p^{—l), et que la multiplication est donnee par la section 

(3.8.1) Ti2-4ToT2 : Op,(-2) Op, 

(On a identifie P2 et Proj(iir[To, Ti, T2])). Cela meritc d'etre relic a la formule 

(3.8.2) (X1F2 - Y^X2f = {XiY2 + Y^X2f - 4(^1X2) (nya). 
En effet, le morphisme tt : Pi x Pi — > P2 s'ecrit en coordonnees homogenes : 

(a;i : yi) , {x2 : 2/2) 1 — > (a;ia;2 : a;iy2 + X2yi : 2/12/2) 

Ainsi, sur Pi x Pi, le carrc dc la section Xi®Y2 — Yi g) X2 du faisceau inversible Li® L2 — 7r*C'p2 (1), 
s'exprime par (3.8.2) en fonction dcs sections invariantes Tg = X1X2, Ti = X1Y2 + ^1^2 et T2 = Y1Y2, 
lesquelles sont des sections de Op2(l). La propriete universelle 1.5 conduit a un morphisme 

Pi X Pi — > Spec{Op^ e Op,(-l)) 

D'apres 3.7, c'est un isomer phisme. 

Notons que tt induit \m isomorphismc de la diagonalc A C Pi x Pi (dont I'cquation est X1I2 — ^1^2 = 0) 
sur la conique de P2 d'equation — 4T0T2 = 0, laquelle est le lieu de diramation de tt. 
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4. Le revetement associe a une forme quadratique 

Soit E un Ox-module localement libre de rang deux, et L un Cx-module inversible. On considere une 
application quadratique q : E — > L, ou plutot, Fapplication lineaire qui lui est associee 

If : Syw?{E) — > L. 

II est essontiol do nc pas sc limitcr aux formes bilineaires usuelles, qui sont valours dans Ox- 

Ce paragraphe donne la construction, a partir de (p, d'un revetement de rang 2, / : F ^ X et d'un 
module quasi- coherent £ sur F, tels que = E. 

On montre ensuite que si est surjective, alors £ est un Oy-module inversible. 

4.1. Posons A'' = Hom{L, l\^E) ; c'cst un Ox-module inversible (On omet Ox en indice dans et dans 
T-Lom car ici tout prcnd place dans la categorie de Ox-modules). Partant de la forme (f, comme ci-dessus, 
on definit une application Ox-lineaire 

(4.1.1) u:N®E — > E 

en composant les applications suivantes 

N(^E — > N <^nom{E,L) =5 'Hom{E,A^E) ^ E, 

on celle de gauche est associee a (p, et avec le facteur i. Plus precisement, et en termes de sections locales 
X, y de E, et d'une section locale a de A'' = Hom{L, A^-B), on definit u par I'egalite 



(4.1.2) 



II y a deux isomorphismes « naturels » entre E et Hom{E, A^E) ; ils different par un signe; j'ai choisi 
I'isomorphismc E Tiom^E, A^E) donnc par y i — > (x ^ x Ay) ; il scmblc facilitcr I'ccriturc dc plusicurs 
formules. Le coefficient \ est necessaire pour que x t— > x Au{a®x) soit lie a la forme quadratique associee 
a y, a; I— > ^(^(a;^). On trouvera en 4.2. une traduction matricielle de u. 

On ecrira souvent ax pour u{a (g) x) ; Fapplication x^ ax est un endomorphisme de E note as- 

La construction de u a partir de commute aux changements de base puisque E,L et N sont 
localement librcs ; cn considcrant, pour x G X, \e changement dc base Spec(K(a:;)) X, on voit que 
si (p est non nuUe en x, alors Fapplication E (g) k{x) — > Hom{E, L) ® k{x) est non nuUe, et par suite 

On definit une application lineaire 
en posant 

(4.1.3) n{a®^) ^ - det{aE) 

On peut aussi caracteriser par la commutativite du carre suivant 

A^N^E) \^E 
A/-®2 ^ > A?E 

c'est-a-dire par la formule 

(4.1.4) n{a ^P)xAy = - asix) A psiy)- 
Cette application fj. permet de munir le Ox-module de rang 2, 

A ^ Ox(S>N 



xAu{a®y) = -a{ip{x.y)) 
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d'une structure de O^-algebre. Le morphisme 



/ : y = Spec(^) X 

est done fini, localement libre de rang deux. 

Le ferme de diramation (1.3) de / est defini par I'ideal X = Im(A''®^ A Ox) par suite, Y — > X 
est etale si et seulement si u est un isomorphisme ; on dit alors parfois que q est non degeneree, ou non 
singuliere. 



4.2. Expression locale 

Lorsquc X est affinc d'anncau R, et que E et L sont des modules libres, ces constructions ont la 
traduction matricielle suivante. 

Soit {ei, 62} une base de E, de sorte que {e\, 6162, e^} est une base de Sym^(i^) ; le choix d'une base 
{e} de L permet d'ecrire ip = ipe, oil tjj est une forme lineaire sur Sym^(£;). Posons 

a = V(ef), 6 = V(eie2), c = tl){el). 

On retrouve I'expression usuelle : 

ip{{xei + ye2)'^) — ax^ + 2bxy + cy^ . 

Soit a la base de A'' = Hom(L, l\^E) definie par a{e) = e^Ae^- Explicitons la matrice de Tendomorphisme 
as ■ E — > E, X ax = u{a (8) x). La relation (4.1.2) donne 

ei A aej = ^a{ip{eiej)) = ^tp{eiej)ei A 62. 
On en tire la matrice de relativement a la base {ei, 62} : 



(4.2.1) 




De meme, on trouve pour I'application /x de (4.1.3) 

Finalement, on voit que I'algebre A associee a (p est isomorphe a 

R.[T]/{T' - {b^ - ac)), 
ou la classe de T correspond a la base 2a de N. 



4.3. Structure de ^-module sur E. 

Revenons a la situation gcncralc dc 4.1. On munit E d'une structure de ^-module en utilisant I'application 
u: N ® E ^ E, laquelle s'etend en une application O^-lineaire A® E ^ E. L'associativite (i.e I'egalite 
a{l3x) = {al3)x) est consequence de la relation a{ax) = {a^)x, puisque N est un module inversible. 
Cette relation decoule des egalites suivantes : 



yAa{ax) = ^a{Lp{y .ax)) , d'apres (4.1.2) 

= \a{(p{ax.y)), puisqu'il s'agit du produit dans Sym^ 

= ax A ay, d'apres (4.1.2) 

= det(a£;)a; A y, par definition de det(a£;) 

= o? y Ax, d'apres (4.1.3) 

= y A {p?)x, puisque o? G Ox- 



Comme cette egalite est vraie pour toute section y, on voit que I'on a I'egalite annoncee a{ax) = {o?)x. 

Remarque L'egalite (4.1.2) est la cle des constructions du texte : comme E est de rang deux, la 

connaissancc dc x Au(a®y) pour tout x, determine u(a®y) ; ainsi, w et sc codetcrmincnt Tunc I'autrc ; 
autrement dit, se donner la structure de ^-module sur E (c'est-a-dire u) revient a se donner la forme 
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quadratique sur E (c'est-a-dire ^p) ; cette formule montre enfin le role de I'inversibilite de 2. Voir 5.4. 
pour un enonce precis. 

4.4. Montrons que la surjectivite de ip entraine que E est un ^-module inversible, i.e. que £ est un 
Oy-module inversible. 

Pour ce faire, on peut supposer que X est le spectre d'un anneau local R, et done que E, L et N sont des 
i?-modules libres. Choisissons des bases et reprenons les notations de 4.2. Comme le -R-module Sym^(i!^) 
est cngcndro par les carres (0.2), la surjectivite de if se traduit par I'cxistence d'un x G E te\ que Pelement 
(fi{x.x) — tlj{x.x)e soit un generateur de L, i.e que 'ij){x.x) soit inversible dans R. Notant a la base de A'' 
telle que a{e) = ei A 62, la relation 

X hax = ^^(x.a;)ei A 62 

montre que {x, ax} est une base du ii-module E, done que x est un generateur de ce module sur I'anneau 
A ^ R + N ; e'en est meme une base puisque la surjection obtenue A E concerne deux i?-modules 
libres de meme rang, et est done un isomorphisme. 



5. Forme quadratique sur I'image directe d'un inversible 

Soit / : y — > X un revetement de rang deux, et £ un faisceau inversible sur Y. Le Ox-module 

E = h{£) 

est done localement libre de rang deux. 

On rappelle d'abord comment munir canoniquement E d'une forme quadratique a valeurs dans le 

module inversible L = Hy/x{£)^ ct on montre que le revetement de rang 2 associe a cette forme selon 
le §4 est isomorphe a Y ^ X. La construction du §4 est done reversible, et cela est precise en une 
equivalence de categories. 

5.1. Gardons les notations introduites au §1 : /*(Oy) = A = Ox ® N, ou N = Kei{A ^ Ox). 
Le foncteur Ny/x associe a tout Or-module inversible £ le O^-module inversible 

Ny/x{£) = UomoAK'hiOY), A\fA£))=nomoA/^^-A, A^S) 

L'application quadratique est I'application normique universelle E = ) > Hy/x{£) (voir, pour 

plus de details, ([Fer 1], §3.3)) ; elle sera nommee ici plus simplement la « norme » (avec des guillemets) ; 
c'est l'application fournie par le carre exterieur 

E = HomA{A,E) C Homo^{A,E) ^ Homoxi^^A^^E) 

Tout element de A^A = h?{Ox ® s'ecrit localement de fagon unique sous la forme 1 A a, avec a une 
secction de N, et on a 

(5.1.1) I'six) = (1 A a I—* a; A ax). 

C'est une application polynomiale de degre 2, qui s'etend en l'application lineaire 

if : Sym^{E) — > L, 
definie par ^p{xy) = u{x + y) — y{x) — y{y). On trouve 

ip{xy) = (1 A q; i — > {x A ay + y A ax)) 
En fait, les detix termes dans la seconde parenthese sont egaux. 

5.1.2. Lemme Soit a un endomorphisme d'un module E localement libre de rang deux. Si TrE{a) = 0, 
alors, pour tous x,y € E, on a dans h?E, 

x Aay = y A ax. 
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En cffct, introduisons une indeterminee T, et calculons de deiix fagons (T — a){x) A (T — a){y) : si on 
developpe on trouve 

T'^x Ay - T{ax Ay + x A ay) + det(a)a; A y, 
Par ailleurs, par definition du determinant, cet element est aussi egal a 

(7^2 _ Xr(a)T + det{a))x A y 
L'hypothese Tr(a) = entraine done I'egalite annoncee. □ 

Si a est dans = Ker(Tr^), on a aussi Tr£;(a) = puisque E est un ^-module inversible. Finalement, 
on obtient I'expression suivante pour I'application 

f : Sym^lyE) — > L = Uomox (A^^, ^^E) 
(5.1.3) ip{xy) = (lAai — > 2a; A ay). 



La surjectivite de cette application est une propriete locale ; pour la verifier, on peut done supposer 
que £ = Oy, et, par suite, que E = A = Ox (B N, et L = Ox ; I'image de ip est un ideal, et il contient 
I'element inversible 2 = <^(1.1). 

5.2. Montrons que le revetement associe a ip est isomorphe a /. 

Reprenons la demarche du §4 : la construction du revetement associe a ip repose sur le module 

inversible Hom.{L, \^E), note N' , et sur I'application (4.1.1) u : N' ® E — > E. 

On definit un isomorphisme N ^ N' en. associant k a ^ N I'element a' G N' = 7iom{L,A^E) defini par 

(5.2.1) a'(A) = A(lAa) 

(Cela a bien un sens puisque X G L = Homoxi^^-^j h?E) (5.1.3)). 
II faut d'abord verifier que pour tout a € A'' et y G on a 

(5.2.2) u{a ®y) =ay 

ou le produit ay est donne par la structure initialc de ^-module sur E. Or, pour tout x G i?, on a 

, , , (4.1.2) 1 ,, , (5.2.1) 1 , , (5.1.3) 

xAu{a ®y) = -a (ip(xy)j = -(p{xy)(lAa) = xAay. 

D'oii I'egalite (5.2.2). II faut cnsuitc verifier que Pisomorphisme lineaire A = Ox (B N Ox ® N' est un 
isomorphisme d'algcbres, c'cst-a-dirc que le carre dans A d'un clement a G N, soit — norm^(a), est egal 
au carre de a' soit — det(a^) (4.1.3). Or, I'egalite (5.2.2) dit que I'endomorphisme a'^ = {y ^ u{a' ®y)) 
est egal a (y i— > ay) ; comme E est un ^-module inversible, le determinant de ce dernier est egal a 
norm^(a) ; d'oii la compatibilite aux produits, qui etait annoncee. 

5.3 Fonctorialite des ces constructions. 

Au couple (Y, £) forme d'un revetement double de X et d'lui O^'-modulc inversible £, on associe done 
une forme quadratique partout non nuUe sur X, q : E — > L. II s'agit ici de degager des morphismes de 
couples qui induisent des morphismes de formes quadratiques. Notons d'abord qu'une restriction evidente 
s'impose : on ne peut considerer que les morphismes de revetements de X, 

Y' ^Y 




qui sont, au moins, compatibles aux normes usuelles, au sens oii le diagramme suivant doit etre commutatif 

UOy ^KOy' 




Ox 
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Le morphisme xl) designs Fimage directe par / du morphisme canonique Oy — > gi^Oy, et cette com- 
mutativite est requise pour tous les triangles obtenus par changement de base sur X ; autrement dit, 
les normes doivent etre considerees comme des lots polyndmes et non comme de simples applications. 
Introduisant une indeterminee T, on doit done avoir, pour toute section locale y de f^Oy, 

noTmY/x{T -y) = norniy//x(r - V(2/)) 

c'est-a-dire 

- Try/ x{y)T + noTmY/x{y) = -TvY>/x{Hy))T + noTinY,/x{Hy)) 
Cette egalite entre polynomes implique la suivante 

TiY/x{y) = TvY'/xiHy))- 

On dira done parfois que g est compatible aux traces. En utilisant les decompositions = Ox ® N 

et fiOy' = Ox ® N', on voit que la compatibilite aux traces s'ecrit finalement 

(5.3.1) ^(7V) c N'. 

En fait on n'obtiendra de resultats satisfaisants que sous une hyppothese un peu plus forte (cf. (1.6)), a 
savoir : 

(5.3.2) V est injective. 



5.3.3 Gardons les notations introduites, et considerons un morphisme g : Y' — »■ Y de revetements 

doubles de X ; soit £ un module inversible sur Y , et £' = g*£ son image reciproque sur Y' . On suppose 
que I'homomorphisme ij) : fi^Oy — > fiOy associe d g est injectif. Alors g induit un morphisme des 
« normes », au sens suivant : il existe un isomorphisme u : Ny/x{£) — ^y'/x{^') rendant commutatif 
le diagramme 

^Y/X{.£) ^Y'/X{£'), 

oil 6 designe I 'image directe par f de I 'application canonique £ — > g*g*£- 

AUegeons, comme plus haut, les notations en posant A = J^Oy, A' = fiOy', E — f^£ et E' = fl£'. 
Pour definir ui, introduisons les deux applications evidentes 

Ny/x{£) ^nomiA'AA^E) Hom{A''A,A^E') nom{A''A\A^E')^NY'/x{£') 

II s'agit de verifier qu'ellcs sent injcctives et qu'elles ont meme image. Ce sont la des proprietes locales 
sur X, si bien qu'on pcut supposcr, £ etant localement isomorphe a Oy, que E — A, E' = A' et 9 = tjj. 
L'injectivite de A^t/; provient de I'injectivite de tp, et celle de sa duale provient du fait que Coker(A^V) 
est un module de torsion. Par ailleurs, les deux applications 

nom{A^A,A^A) nom{A^A,A^A') ^^^^ nom{A^ A' , A^ A') 

ont la meme image : le sous-module engendre par A^ip G Hom(A^^, A^^'). 

La compatibilite aux « normes » se voit done par la commutativite du diagramme suivant 

E ^E' 



nom{A^A,A^E) Hom{A^A',A^E') 

(a'V,i) 

Hom{A^A,A'^E') 
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laquelle se verifie en suivant le destin d'une section x de E : 
X I 



1 (g) a; 



(1 A a I— > a; A ax) 



{1 A a' !->■ 1 <Si X A a' ® x) 



(lAQ;i-^l(8)a;Al(g) ax) 

(Remarquer que, dans E' = A' (^a E, on a tp{a) ^x = 10 ax pour a € N). 

Examinons maintenant la fonctorialite du passage d'une forme quadratique a un revetement double, 

cxpliquc au §4. 

5.3.4. Soient E et E' des Ox -modules localement libres de rang 2. Soient q : E — > L et q' : E' — > L 
deux applications quadratiques, partout nan nulles, d valeurs dans un meme Ox -module inversible L. Soit 
f : Y — > X et f : Y' — > X les revetements doubles associes a, q et q' . 

Alors, a toute application lineaire injective 9 : E — > £" telle que q = q'O, correspond un morphisme de 
revetements g : Y' — > Y dont le morphisme d'algebres associe 



O 



X 



: hOy =Ox®N 
est injectif (il verifie done la relation ijj{N) c N'). 

La definition de la restriction de ip a N s'impose d'elle-meme : c'est I'application 

N = nom{L,A'^E) Sh/^ Hom{L,N^E') = TV' 

II faut verifier tout ce qui est sous-entendu dans le mot correspond de la conclusion. A savoir les points 
a), b) et c) suivants . 

a) L'operation de N sur E est transportee par tp en I'operation de N' sur E' ; autrement dit, en utilisant 
les applications u de (4.1.1), le carre suivant est commutatif 



N^E 



E 



N'^E' 



E' 



Au vu de la relation (4.1.2), il faut verifier que pour toutes sections locales y G E, x' € E' et a G N , on a, 
(5.3.4.1) x' A u'(V'(a) (g) e{y)) = x' A e{u{a (g> y)). 

Dans le cas oii x' provient de E, c'est-a-dire si x' = 6{x), cette egalite decoule de la definition de u (on 
note ip et if' les formes bilineaires associees kq et q' respectivement) ; en effet, on a les egalites suivantes : 



e{x) A u'{ij{a) (g) 9{y)) = ^i^{a){ip' {9{x)9{y))), par definition (4.1.2) 

= ^'ip{a){(p{xy)), puisque g'^? = <7 

= 2 9{a{ip{xy))), par definition de tp 

= 9{x) A9{u{a®y)), (4.1.2). 

Pour un x' general, on se ramene au cas precedent par la remarque suivante. L'egalite (5.3.4.1) peut se 
verifier localement sur X, ce qui permet de supposer que E = E', et que 9 est done un endomorphisme ; 
son determinant est une section reguliere puisque 9 est supposee injective. Soit t cette section. Comme 
A^E' est inversible, t est reguliere pour ce module, et il suffit done de verifier l'egalite tx' Au' {tp{a)09{y)) = 
tx' A 9{u{a (g) y)). L'existence du cotranspose 9 de 9, et la relation 9 o9 = ts' montrent que tE' c 9{E), 
ce qui reduit la verification au cas deja traite. 

b) L'application tp est compatible aux multiplications i.e. pour a e A'', on a 

M'(V;(a)«2)=M(a®') 
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Cela decoule de la formule (4.1.3) /i(a®^) = — dot(a_E), et de a). Cela cntrainc que tjj s'etend en un 
morphisme dc Ojsf-algebres A — > A\ d'ou le morphismc do rcvctcincnts g : Y' — > Y. 

c) Soient £ et £' les modules inversibles associes respectivement k E et E' . Le point a) implique que 9 
induit une application de Oy-modules inversibles % : 9*£ — > £' ■ C'est un isomorphisme. 
En efFet, d'apres le resultat direct (5.3.3) on dispose d'un isomorphisme uo : Hy/xi^) — /x{9*£) 
compatible aux normes. Mais, d'apres (5.2), les deux modules inversibles Hy/x{£) et ^y'/x{£') sont 
canoniquement isomorphes a L; on en deduit que ^y'/x{x) est un isomorphisme (se souvenir que q et 
q' sont partout non nuUes). En explicitant \^y' /x{9*£) et /x{£'), on voit I'isomorphisme 

Ny'/x(x) : Wom(A2^', y^2_^/ _^ nom{A^A', \^E') 

II montre que I'application l\^A! ®^ E — > l\^E' est un isomorphisme, done que x lui-meme en est un. 
Cela acheve la demonstration de 5.3.4. 



5.4. Resume 

Soit X un schema oii 2 est inversible. 

Designons par TZ la categoric dont les objets sont les couples {Y,£)^ o\x f -.Y ^ X est un revetement 
double dc X, et £ est un Oy-module inversible. Une fleche dans TZ de {Y,£) vers iY' ,£') est constituee 
d'un morphisme de revetements g : Y' — > Y et d'un isomorphisme g*£ ~ f ; on impose de plus k g la. 
condition que le morphisme induit -0 : /*Oy — > flOy soit injectif. 

Designons par Q la categoric dont les objets sont les applications quadratiques partout non nulles 
q : E — > L, dc source un O Y-modulc localcmcnt librc dc rang 2, a valeurs dans un inversible. Une fleche 
dans Q de g : — > L vers g' : E' — > L' est constituee d'une application lineaire injective 9 : E — > E' 
et d'un isomorphisme u) : L — > L' tels que le diagramme suivant soit commutatif 

E — ^ E' 
1 q 
L > V 

UJ 

Alors les categories IZ et Q sont equivalentes. 
Plus precisement, I'application sur les objets 

N : 7^ ^ Q, {Y,£)^ {ue : /,£ Ny/xi^)) 

se prolonge en un foncteur covariant (5.3.3). Et il existe un foncteur covariant 

A : Q — > n 

defini sur les objets en 4.1, et sur les fleches en 5.3.4, tel que les foncteurs No A et AoN soient isomorphes 
aux foncteurs identite. 



6. Formes bilineaires symetriques et polynomes homogenes de degre deux 

Ces deux notions sont duales I'une de I'autre et on pent, le plus souvent, les identifier sans obscurcir le 
propos ; mais ici, il faut les distinguer et preciser comment on passe de I'une a I'autre. 

Soit E un Ox-module localement libre de rang deux, et L et M des Ojf -modules inversibles. 

Un polynome homogene de degre 2 sur E (on devrait preciser : « tordu par M » ) est une application 

lineaire 

7 : Ox Sym^E) M. 
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On va rappeler comment il lui correspond une application lineaire 

: Sym^iE) — > L. 
Pour passer d'une notion a I'autre, on utilise le 

6.1. Lemme Soit X un schema sur lequel 2 est inversible, et E un Ox-module localement libre de 
rang deux. Alors I'application lineaire 

— , [h'^E)®'^, Xi®X2®Xz®Xi I — > (xi A 0:3) (g) (a;2 A 2:4) + (xi A 2:4) 8) (a:2 A ) 

est invariante si on permute 1 et 2, et si on permute 3 et 4, de sorte qu 'elle passe aux quotients et definit 
une application 

Sym'^{E)^Sym^{E) (A'^E)®^, 

d'ou, finalement, une application 

Sym'^iE) HomoASym^iE), (A^i;)®^). 

C'est un isomorphisme. 

On le verifie en se ramenant au cas oii E est im module libre de rang deux, et en choisissant une base 
{ei, 62} dc E : rclativcmcnt a la base {e\, 6162, e|} de Sym^(£') et a la base ei A 62 (S) ei A 62 de (A^iJ)®^, 
la matrice de cette application est 

2\ 

0-10 □ 
2 0/ 

6.2. Ainsi, a une section 7 de Sym^{E) <Si)Ox cet isomorphisme associe une forme (p : Sym^{E) — »• L 
a valeurs dans le module inversible L = (A^E)'®^ (g) M. 

Si 7 est partout non nuUe alors (f est surjcctivc, et reciproquement. L'hypothese signifie, en effet, que 
pour tout point x € X, de corps residuel k{x), I'application 

7 (g) k{x) : k{x) — > Syvn?{E k{x)) (8)^(3,) (M k{x)) 

est injective ; il revient au mcmc dc supposer que 7 est injective et que Coker(7) est un Ox-module 
localement libre ([Bour] AC II, §3.2, Prop. 6, ou [EGA I] 0/6.7.4). Mais c'est aussi evident si on utilise le 
lemme qui precede : cette dualite montre que la non nullite en chaque point de 7 et de sont equivalentes, 
et, pour if elle est clairement equivalente a sa surjectivite. 

6.3. Proposition Soit 7 : Ox — * Sym^{E) ®Ox ^ ^^^^ section partout non nulle, soit ip : 
Sym^{E) — > L la forme symetrique "duale" de 7, et A la Ox-algebre associee a if, de sorte que E est 
muni d'une structure de A-module inversible. Alors, la suite 

— yOx ^ Sym^{E) ®Ox M ^ Sym\{E) ®Ox M — ^ 

est exacte. 

Ici encore, le plus simple est une verification locale. On se place done sur un ouvert aiEnc ou E, M 
et L sont fibres. On choisit une base {ei, 62} de E, et unc base /? dc M ; I'element e = (ei A 62)®^ <E) /3 € 
(A^i?)®^ ® M = L est alors une base de ce module. La section 7 G Sym^{E) ® M s'ecrit 

7 = {ae\ + 66162 + 662) (g) j3. 

On verifie immediatement que la forme symetrique associee a 7 est 

(6.3.1) = 2a</522 - 6</3i2 + 2c(/5ii 

oil ipij : Sym^{E) — > L designe I'application donnee par ipij{ekei) = e si {i,j} = {k, I}, et = sinon. 

Reprenons les notations de 4.2.. L'algebre A associee a ip est de la forme Ox ® N, on le module N est 
isomorphe a 'Hom{L, A^E), et admet done pour base I'element a defini par a{s) = ei A 62. La structure 
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de ^-module sur E est dcterminee par Faction de a, c'est-a-dire par un endomorphisme as ■ E — > E, 
qui est explicite en 4.2. ; on trouve 

(6.3.2) asiei) = ^bei +ce2, aE{e2) = -aei - ^6e2. 

Par ailleurs, le noyau de I'application canonique Sym^{E) ®Ox ^ — * Sym\{E) ®Ox ^ ^st le Ox- 
module engendre par les elements de la forme [xasiy) — aE{x)y\ (gi/? € Sym?{E)^M \ on peut se limiter 
aux elements x, y faisant partie d'une base de ; ce noyau est done engendre par I'unique element 

[eiaE(e2) - Q!B(ei)e2] /? = [ei (-aei - ]:he2) - (^661+062)62] 18)/?= -7 □ 



7. Diviseurs de degre deux sur les fibres en droites 

Soit X un schema, E un Ox-module localement libre de rang deux, et M un O^-module inversible. 
On considere une section partout non nuUe 

7 : Ox — > Syn?{E) M. 

On peut voir 7 comme une famille, indexee par X, de polynomes homogenes de degre 2 en deux 
indeterminees. Soit P = P{E) le fibre projectif (en doites) associe a et p : P — > X le morphisme 
canonique. La section 7 determine un diviseur cfFcctif D C P, qui est fini, plat sur X, et localement de 
rang deux ; en particulier, le morphisme D ^ X est affine, et D est done le spectre de la Ox-algebre finie 
localement libre de rang deux p^,{Od)- On se propose de decrire cette algebre. 

7.1. La methode classique utilise les proprietes des images directes, rappelees ci-dessous, ou Op(l) 
designe le quotient inversible "fondamental" de p*{E), et F un Ox-module localement libre (cf. [EGA 
III] 2.1.16, ou [Hart] p.253, ex.8.3 et 8.4 ). 



(7.1.1) p40pim)(^Sp*{F)) 



0, si TO < 

Sywr{E)(i)F, si to>0 



(7.1.2) RV(Op(m) 0p*(F)) ^ { 0'2^)-i 



si TO > — 1 
si TO = — 2 



Le diviseur D associe a 7 est defini par D = div(s), oii s est deduite, par adjonction, de 

7 : Ox ^ Sym\E) M ~ :P*(Op(2) ®Op P*M); 
autrement dit, s est I'application composee 

(7.1.3) Op p*p40p{2))^OpP*{M) ^ Op{2)®OpP*M. 
On en tire la suite exacte 

(7.1.4) 0— > Op(-2)«)o^p*M-i -^Op ^ Od ^0. 
Par image directe, on obtient la suite exacte 

(7.1.5) 0^ Ox ^ P^{Od) RV(Cp(-2)0OpP*M-1) ^0 

Le faisceau conoyau R^p*(Op(— 2) ®Op p*M~^) est, d'apres (7.1.2), isomorphe au module inversible 

N = {M® K^E)-^ = Hom{N^E M, Ox) 

Cela montre deja que p*(Od) est une Ox-algebre finie localement libre de rang 2. De plus, la suite (7.1.5) 
est scindee (par ^Tr), si bien que p*(0£)) est isomorphe, comme Ox-module, a Ox © N. Par ailleurs, la 
suite (7.1.4), tensorisee par Op(l), donne, par image directe, un isomorphisme 

E = p.(Op(l)) ^ P*(Ob(1)). 
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On en deduit un morphisme de Ox-algebres, qui s'avere etre injectif, 



Autrement dit, E est muni d'une structure de p*(C£))-iiiodule (inversible). Mais tout cela ne donne pas 
facilement la structure multiplicative sur Ox ®N, car les isomorphismes utilises font intervenir la dualite 
et des calculs a la Cech, qu'il serait malaise de suivre pour degager Ic produit. On va montrer en (7.3) 
comment decrire cette multiplication dans le cadre propose dans les paragraphes precedents. 

7.2. C'est le lieu de citcr un rcsultat, dcvcnu classique, du a Schwarzenberger ([Schwar], Thm 3, p. 629), 

ct qui sc deduit trcs simplcmcnt do cc qui precede. 

Soit Xun schema projectif sur un corps algebriquement clos de caracteristique ^ 2. On suppose que 
dim(X) < 2. Alors, tout Ox -module localement libre E de rang 2 est I'image directe f*{£) d'un inversible 
£ sur un revetement double f : Y — > X. 

En efFet, X etant projectif, il existe un faisceau inversible tres ample M sur X tel que 
soit engendre par ses sections; comme c'est un Ox-module localement libre de rang 3 > dim(X), ce 
module possede une section 7 : Ox — > Sym^{E) (g) M partout non nulle, comme il decoule du easy 
lemma of Serre ([Mumf], p. 148). L'application (p : Sym'^{E) — > L, duale de 7 au sens de 6.1, permet 
alors, en suivant 4.3 et 4.4, de definir un revetement double / : Y — > X, et un Oi^-module inversible £ 
tels que fi,{£) = E. 

On verra en 9.1 que la conclusion est fausse pour un module indecomposable sur "Pn des que 71 ^ 3. 

7.3. Revenons aux notations introduites en 7.1., ct a la section, supposee partout non nulle, 

-i-.Ox Syn?{E)®OxM. 

Montrons comment le §4 permet dc decrire I'algebrc p-^{Od)- 

Le lemme 6.1 permet d'associer a 7, par dualite, imc application lineaire 

: Sym^{E) — > L 

a valeurs dans le module inversible L = (A^i?)**^ (g) M. Cette application est surjective puisque 7 est 
partout non nulle. D'aprcs le §4, on associc k ip un revetement de rang deux f : Y X . 

On va montrer I'existence d'un morphisme canonique de schemas sur X, j : Y — > P = P{E), qui 
induit un isomorphisme de Y sur le diviseur D defini par 7. 

Y ^ P(S) 




Designons par £ le module inversible sur Y associe a E, c.f. 4.3. et 4.4., de sorte qu'on a 

M£) = E. 

Sur Y, l'application surjective f*(E) = f*fi,{£) £ determine un morphisme j :Y ^ P de schemas sur 
X, caracterise par I'isomorphisme 

f{Op{l))^£ 

entre C-^-modules inversibles quotients de f*{E). D'apres [EGA II] 4.4.4 et 5.1.6, le morphisme j est une 
immersion fermee puisque le morphisme / est affine. 

Montrons que j se factorise par le diviseur effectif D c P defini par 7, c'est-a-dire, en utilisant (7.1.3), 
que l'application composee suivante est nulle : 

(7.3.1) Oy ^-^^ rSyml^{E) r{M) ^ £^^ /*M, 

oil 

V : nSym\E)) £^^ 
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est I'application canonique. Notons, comme au §1, /*(C'i') = A. 
En termes de Ojc-modules, cette application tp s'ecrit 

A 0e>x Sym%^ {E) — > Sym\{E). 

Or, la proposition 6.3. etablit I'exactitude de la suite 

— >Ox ^ Sym^{E) ®Ox M ^ Sym\{E) ®Ox M — >0 

II est alors clair que I'application (7.3.1) est nulle. 

Finalement, comme les schemas Y et D sont localement libres sur X, et de meme rang, et que 
j : F — > D est une immersion fermee, on voit que j est un isomorphisme. 



7.4. A titre d'exemple, on va determiner I'algebre dans le cas oh X = Spec(i?) est affine, et ou 

E = R"^ et M = R. Le polynome homogene considere s'ecrit alors 

7 = aX"^ + 2bXY + cY^. 

Supposer que 7 est partout (sur Spec(i?)) non nulle revient a supposcr que I'idcal aR + bR + cR est 
egal a R. D'apres 6.1. et les calculs utilises dans la demonstrations de 6.3., on voit que la forme lineaire 
ip : Sym^ {E) — > R associee a 7 s'ecrit 

ip = 2(0^11 - bipi2 + aip22)- 

L'algebre p*(C'£)) s'identifie a la sous-algebre de Endfl(£^) = M2{R) engendree par I'endomorphisme as 
de 4.2., soit, ici, par la matrice 




On trouve finalement que Pi,{OD) est isomorphc a 

A = R[T]/{T^ - (62 - ac)). 
On peut verifier directement qu'on a un isomorphisme de schemas 

(7.4.1) Spec{R[T]/{T'^ -{b^ -ac))) =^ FTO}{R[X,Y]/{aX^ + 2bXY + cY^)) 

II faut d'abord s'assurer que le A-module E = R^ est inversible, puis que les elements {61,62} de la base 
canonique verifient dans E ®a E la relation 

(7.4.2) aei (g) ei + 26ei (g) 62 + ce2 (8 62 = 0. 

Verifions ces deux points par un calcul direct. Pour le premier, il s'agit de montrer qu'il existe localement 
un element z = {x,y) £ E tel que I'ensemble {z,aE{z)} soit une base de E comme i?-module; cela se 
traduit par I'inversibilite (dans R) de 

det ^ ~ = cx^ - 2bxy + ay"^. 

Considcrons done Ic polynome G{X, Y) ^ cX^ - 2bXY + aY^. Si I'elcmcnt a = G(0, 1) (resp. c = G(l, 0)) 
est inversible (dans R) alors I'element (0, 1) (resp. (1,0)) est un generateur de E ; si a — 26+ c est inversible, 
alors (1, 1) est un generateur. Comme I'hypothese sur les coefficients implique que aR+{a — 2b+c)R+cR = 
R, on a bien verifie que le A-module E est localement isomorphe a A. 
Pour verifier (7.4.2), il suffit de remarquer que le membre de gauche s'ecrit aussi 

-61 (g) {-aei - 662) + (6ei + C62) 62 = -ei (g) 0^(62) + asiei) (g) 62; 

cet element est nul puisque le produit tensoriel est effectue sur A. 
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8. Groupes de Picard d'un revetement de I'espace projectif 



8.1. Proposition Soit X = P„ I'espace projectif de dimension n sur un corps de caracteristique ^ 2, 
et f :Y ^ X un revetement double. Si n>3, alors I'homomorphisme 



f* : Pic(X) — > Pic(y) 



est un isomorphisme. 



8.2. Remarques 1) Lorsquc n < 2, on n'a plus un tel isomorphisme comme le montre, par exemple, 

le revetement Pi x Pi — > P2. 

2) Sur Ic corps C, et lorsque Y est suppose lissc, ce resultat a ete demontre par Robert Lazarsfeld [Laz]. 

3) La demonstration proposee ci-dessous utilise la theorie des sections hypcrplanes de Lcfschetz, elaboree 
par Grothendieck dans [SGA 2], XI ct XII ; ce texte contient I'enonce suivant (XII, Cor. 3.7), qui est tres 
proche de 8.1. : si Y est d 'inters action complete (globale) dans un Pr, alors Pic(y) est libre engendre 
par la classe de C'y(l) (aucune hypothese de lissite sur Y). Je ne vois pas comment passer directement 
de cct cnoncc a celui dc 8.1. 



La demonstration de 8.1 utilise plusieurs carres cartesiens de la forme 



Y' 



f 



(*) 



X' 



X, 



oil f (ct done /') sont des revetements doubles, et oii X' est un diviseur effectif sur X. Cela conduit a 
un carre commutatif 



Pic(y') 



Pic(F) 



Pic(X') 



Pic(X), 



On va pouvoir comparer /* et grace a des informations sur les fleches verticales, fournies par le 
« theoreme de Lefschetz » sous la forme donnee par Grothendieck ([SGA 2] p. 121), et dont void I'enonce. 



8.3 Theoreme Soit X un schema algebrique projectif muni d'un module inversihle ample C. On suppose 
que X est de profondeur >2 en ses points fermes. Soit X' le support d'un diviseur effectif defini par une 
section de C 

Si H^(X', £|^7'") = H^(X',£^7'") = pour m > 0, et si les anneaux locaux des points fermes de X 
sont parafactoriels, alors Pic(X) — > Pic(X') est bijectif. 

8.4 En fait, dans la demonstration de 8.1, on disposera de conditions un peu plus fortes, et qui seront 
relatives a X, et non a son sous-schema X'. Gardons les hypotheses generales de 8.3. 

Si H-' (A'. £5^^™) = pour m > 0, pour j — 1,2 ou 3, et si les anneaux locaux des points fermes de X 
sont parafactoriels, alors Pic(X) — > Pic(X') est bijectif. 

La suite exacte de faisceaux sur X 

— ^ — >Ox^ Ox' 
montre immediatement que les hypotheses faites en 8.4 entrainent celles en 8.3. 

8.5. Pour memoire : 

W(P„, 0{r)) = 0, pour r e Z et < j < n. 
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8.6. Lemme Soit f : Y — > X un revetement double dont la multiplication fi : N^^ — *■ Ox est nulle, 
i.e. dont le module inversible associe N est ideal de carre nul dans Oy ■ On suppose que 

'H.'^{X,N) =R^{X,N) = 0. 

Alors I'homomorphisme /* : Pic(X) — > Pic(y) est un isomorphisme. 

Dans cet enonce (classique), X est un schema quelconque. La conclusion provient de la suite exacte 

— > N Ox — >Oy — >l 



8.7 Demonstration dc la proposition lorsque n> A. 

Soit / : F ^ X = P„ un revetement double. Reprenons les notations du §1 : /^(C'y) = Ox © N. Le 
schema X etant integre, la multiplication jj, : N®'^ — > Ox est, soit nulle, soit injective. Si ii = Q, N est 
un ideal de carrc nul dans Oy , ct le lemme precedent permet de conclure. Sinon le lieu de diramation X' 

est le diviseur defini par I'idcal I = Im(/i) C Ox- 

Soit Y' = f~^{X') X' le revetement induit au-dessus du diviseur X' , de sorte qu'on a le carre 
cartesien suivant : 

Y' X' 



Montrons que Pic(X') — > Pic(F') est un isomorphisme. 

Dans la decomposition fi,{Oyi) = Ox' (S> N', on a iV' = N/TN, ct TV' est un ideal de carre nul, si bien 
qu'on pent utiliser 8.6, a condition d'avoir verifie que H^(X',iV') = H^{X',N') = 0. Par definition, N' 
s'insere dans la suite exacte 

Comme X = P„, le module inversible est de la forme N = Ox{~s), pour un entier s > 0, d'oii im iso- 
morphisme iV(giiV®^ ~ Ox {—3s) ; enfin, comme n > 4, on a pour tout entier positif r, ii^{X, Ox{—r)) = 
pour j = 1,2,3. D'ou la nullite de Hi(X',7V') et de R'^{X',N'). 

Considerons maintenant les Heches verticales, et verifions les conditions dc 8.4. Comme X est regulier 
Ics anncaux locaux de scs points fcrmcs sont parafactoriels ; il en est dc meme pour Y puisqu'il est de 
dimension > 4 ct localement intersection complete ([SGA] 2, XI, 3.13, p. 105). 

Le faisceau ample jC de I'enonce 8.4 est ici ~ Ox{^s), done les conditions d'annulation sont 
consequences de 8.5. 

Ainsi, rhomomorpliisme de restriction Pic{X) Pic(X') est un isomorphisme. 

Passons k Y' ^ Y . Le faiceau ample £ a considerer ici est 1 ®XN ~ C'x(— 2,s) ® Ojf (— 3s), et il 
est clair que Ton a les memes proprietes d'annulation; elles entrainent que Pic(y) — > Pic(y) est un 
isomorphisme. 

Finalement, le carre {irk) montre que Pic(X) — > Pic(y) est un isomorphisme. 



8.8 On suppose maintenant que X = P3. 

On realise X comme un hyperplan dans Q = P4. Lc revetement donne f : Y ^ X est determine par 
I'application injective /x : Ox{—'2s) Ox, c'est-a-dire par une section de Ox(2s). La suite exacte 

Oq{2s - 1) ^ Oq{2s) Ox{'2s) 

et les relations 8.5, montrent que /x se releve (sans unicite) en une application 

IIq:Oq{-2s) ^Oq. 
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Cettc! applic;atioii pcrmet de definir un revetement double g : Z — »■ Q dont la restriction a I'hyperplan 
X d Q est f. On a done le earre eartesien suivant : 

Y — ^ X 



Z . Q 

9 

On en deduit le carre commutatif 

Pic(r) ( ^* Pic(X) 



Pic(z) < Pic(g), 

g* 

Commc Q = P4, la premiere partic (8.7) montre que g* est un isomorphisme. Comme X est un hyperplan 
dans Q, on dispose de la suite exacte 

Oq{-1) ^Oq^Ox^Q 

Par suite les conditions de 8.4 sont satisfaites, et Pic(Q) — > Pic(X) est done un isomorphisme. 
Comme I'ideal de Y dans Z est Oq{-1)®Oq{-1)®N = Oq{-1)®Oq{-1-s), les conditions d'annulation 
de 8.4 sont aussi satisfaites sur Z, done Pic(Z) — > Pic(y) est un isomorphisme. Cela permet de conclure. 



9. Application aux fibres de rang deux sur les espaces projectifs. 

9.1. Proposition Soit X — P„ I'espace projectif de dimension n > 2 sur un corps algebriquement 
clos de caracteristique ^ 2. Soit E un fibre de rang 2 sur X, et tp : Sym^{E) — > Oxir) une application 

reguliere. 

i) Si E est indecomposable, alors r > ci. 

a) Si if est surjective et si n > 3, alors E est decomposable. 

L'hypothese sur signifie ici qu'en tout point x £ X ie\ que dim(Ox,x) < rang(<Sj/m^(i<^)) = 3, I'appli- 
cation Ox.x-lineaire ipx est surjective. 

Comme d'habitude, I'entier ci est defini par h^E = Ox{c\). 
Suivant le §4.1, on introduit I'application associee a ^ 

u:N®E — > E 

oil N = Ox{ci — r) ; rappelons que 1^(3;) (8> u est non nuUe en tout point x € X ou ip est non nuUe, i.e on 
ifx est surjective. 

Montrons que si u n'est pas injective, alors E est decomposable. 

Supposons done que le module M = Ker(u) ne soit pas nul, et montrons qu'alors il est inversible. 

L'exactitudc de la suite Ad N ® E ^ E montre d'abord que M est est generiquement de rang 1 
puisque u, comme Lp, est generiquement non nuUe; comme X est lisse, le dual = T-lom{M,Ox) est 
un Ox-module inversible. 

Plutot qu'un liste de references eparpillees qui conduiraient a ce resultat bien connu, voici 

un demonstration dircctc : soit R un anneau local regulier, de corps des fractions et M un 
R module de type fini tel que K M soit de rang 1. Alors = Hom(M, R) est libre. Soit, 
en effet, v : M ^ R une forme lineaire telle que I'ideal v{M) soit maximal parmi les ideaux 
de ce type ; montrons que v est unc base du dual M"^. Notons d'abord que, pour un element 
non nul t G R, la, relation v{M) C tR implique que t est inversible; en effet, elle entraine 
I'existence de v' € tel que v = tv' ; comme v{M) = tv'{M) C v'{M), la maximalite 
de v{M) implique que tv'{M) = v'{M), done que t est inversible. Soit w e M^, et ^ G 
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I'elcmcnt tel que w = ^u; il faut montrer que ^ est dans R, c'est-a-dire, R etant normal, 
que ^ e -Rp pour tout ideal premier p de hauteur 1 ; mais, R etant factoriel, un tel ideal est 
principal : p — tR; ce qui precede entraine que v{M) ^ p, done que Rp = v{M)p ; par suite, 
on a ^Rp = ^v{M)p = w{M)p c Rp ; d'ou le resultat. 

La suite exacte qui definit M montre aussi que ce module est reflexif; c'est done un Ox-module 
inversible. 

Montrons que Im(M) est un module inversible. Comme X est integre, et que u n'est pas injectif, on a 

A^M = ([Bour], A III 8.2, Prop. 3) ; par suite, la multiplication ^ : N'^'^ Ox est nuUe (4.1.4), et on a 
u o (Ijv (8i w) = ; on en tire que Tapplication Ijv ® u : iV®^ (g) E — > N ^ E se factorise en 

Ar®2 ^ £; — , (g) Im(u) C M (ZN®E. 

Posons M' = Im(u). Comme I'application \m ® u est non nuUe en les points dc codimension < 2 (tout 
comme ip), il en est de meme de I'inclusion N ® M' C M ; mais M etant localcment isomorphe a Ox, 
Nakayama nous enseigne que la non nullite de N ^ M' ® n{x) M (§i k{x) equivaut a la surjectivite de 
A'' (g) — > Mx ; par suite lo support du quotient Q = M/{N ® M') est de codimension > 3 ; mais, par 
ailleurs, si le module Q n'est pas nul, sa dimension projective est < 2 puisqu'on a la suite exacte 

^ AT (g) M — > N^'^ ^E^M^Q^O. 

Ceci est impossible sur un schema regulier (Theoreme de Auslander-Buchsbaum, [Bour] , AC, X p. 45) ; 

done TV (g) M' = M, ct par suite M' est un module inversible ; mais alors N ^ E apparait comme une 
extension de M' par M, qui sont des faisceaux inversibles : 

O^M^N^E^M'^0 

Une telle extension correspond a un element de Ext''^(M',M) = H''-(P„,A^), et ce groupe est nul des 
que n > 2. Cette extension est done scindee, ce qui montre que si u n'est pas injective, alors E est 
decomposable. 

Les hypotheses impliquent done que I'application u : N ^ E — > E est injective ; mais alors A^u est elle 
aussi injective, ainsi que n : N®"^ = Ox{2{ci — r)) Ox ; done r > c\. 

II rcstc a ecartcr le cas oii r = c\. Soit Z C A le schema des zeros de (p. Notons / : Y — > X le 
revetement double associe k N et ^. D'apres 4.3, il existe un faisceau coherent £ sur Y tel que /*(£ ) = E, 
et d'apres 4.4, ce faisceau est inversible sur I'ouvert f~^{X — Z). 

Si r = ci, la multiplication ^, est un isomorphismc, done le revetement f : Y ^ X est etale fini; comme 
X = P„ est simplement connexe ([SGA] 1, p. 219), on a y = A U A, et le faisceau £ sur Y est decompose 
en £' © £" ; comme £ est inversible sur I'ouvert f~^{X — Z), chacun des composants £' et £" est non 
nul ; mais cela implique que E est decompose. 

Montrons ii). 

Notons encore / : Y — > A le revetement associe k ip, ct £ le faisceau sur Y tel que /*(£) = E. Si tp est 
surjective, alors le faisceau £ sur Y est inversible (4.4). Comme n > 3, la proposition 8.1 montre que 
I'homomorphisme Pic(A') — > Pic(F) est un isomorphismc; on a done £ = f*{L) pour un inversible L 
sur X ; mais alors le module E = f^,f*{L) = L® (L AT) est decompose. 



Bibliographic 

[Anan], S. ANANTHARAMAN, Schemas en groupes . . . Bull. Soc. Math. Prance, Memoire 33, (1976) 

[Bour] A, N. BOURBAKI, Algcbre 

[Bour] AC, N. BOURBAKI, Algebre commutative 

[Per 1], D. FERRAND, Un foncteur norme Bull. Soc.math. France, 126, (1998) p.1-49 

[Fer 2], D. FERRAND, Conducteur, descente et pincem,ent, Bull.Soc.math. France, 131, (2003), p. 553-585 
[EGA], A. GROTHENDIECK, rediges avee la collaboration de J. DIEUDONNE , Elements de Geometrie 
algebrique, Springer-Verlag (1971), et Publ.Math.IHES, Paris (1960-1967) 

[SGA] 1, A. GROTHENDIECK, Rcvctements ctalcs et groupe fondamental, Seminaire du Bois-Marie 

1961, Documents Mathematiques 3, Soc.math. de France (2003) 

[SGA] 2, A. GROTHENDIECK, Cohomologie locale des faisceaux coherents . . . , Seminaire du Bois-Marie 

1962, Documents Mathematiques 4, Soc.Math. de France (2005) 



29 



[Hart], R. HARTSHORNE, Algebraic Geometry, Springer- Verlag (1977) 

[Knes], M. KNESER, Composition of Binary Quadratic Forms, J. of Number Thory, 15, (1982), p.406-413 
[Laz], R. LAZARSFELD, A Barth-Type Theorem for Branched Coverings of Projective Space, Math. Ann. 
249, (1980) p.153-162 

[Mumf], D. MUMFORD, Lectures on Curves on an Algebraic Surface, Ann. of Math. Studies, Number 
59, (1966), Princeton Univ. Press 

[Roby], N. ROBY, Lois polyndmes et lois formelles en theorie de modules, Ann. scient. Ec. Norm. Sup., 
t.80, (1963), p.213-348. 

[Schwar], R. L. E. SCHWARZENBERGER, Vector Bundles on the Projective Plane, Proc. London 
Math.Soc. 11, (1961), p.623-40. 



30 



